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広島大理 八 幡 英 雄
円管 中に水 を流 し,入 口付近 で細い管か ら注入 した色素の水 の流れ に沿 った運動 を追 うこ と
によ り,層 流か ら乱流への遷移 を明瞭 に示 したReynoldsの 実験(1883年)に よ って,近 代
的な乱流研究 が始 ま った と老 え られるが,以 来約100年 を経 てい るに もかかわ らず乱流現象は
依然多 くの点 で深 い謎 につつまれている。そこで乱流発生問題 に対する近年 の研究動向 を要約
してみ ると,次 のよ うな特徴 を挙げ うるであろ う。(D常 微 分方程式系(力 学系)の 解 の定性
的理論 の進展 によ り,有 限 自由度の決定論 的微分(差 分)方 程式が,平 衡解や周期解の他 に不
規則振 動(乱 雑運動)す る解strangeattractor(SA)を 安 定にもち うることが示唆 されるよ
うにな った。実際にSAを もつよ うな体系 も,SmaleのAxiomAを典型 として数学的模型 と
しては数 多 く提 出 されてい る。① 乱流現象 は流体運動のみに特有な ものでな く,化 学反応系
・非線型光学系 ・回路系 ・生態系 など広範な分野 に現 われ る現象であるこ とが,実 験的に も模
型方程式の計算機Simulationに よって も知 られ るようにな り,総 称 してchaosと よばれてい る。
これ らは非線型散逸 系の例であるが,一 方保存力学系にお ける粒子運 動が極 めて彷裡的かっ乱
雑な振舞 を示す現象 が,stochasticityと して古 くか ら天体力学 で研究 されて居 り,こ こで蓄積
され た概念でchaosの 究明のために援用 された ものも数多い 。q―Dレ ーザー流速計 の開発 や,
ミニ コンに よるデー タ処理技術 の進歩 によって,流 体運動 の測定が著 しく精密 にな った。⑰
計算機 の高速化 ・大容量化に よってNavier-Stokes方 程式 の解が層流か ら乱流へ遷移す る際に
示す挙動 をしらべ ることが,次 第 に可能にな りつつある。
流 体乱流は現象 に応 じて極めて多彩な発生の仕 方をす るが,そ れ らから谷教授に倣 って二っの
典型的類型 を抽出す る。一つは一様定常流(層 流)が ある速度以上 で,微 小な乱れに対 して不
安定化 し,周 期的振動す る他の形 の規則流 に遷移 し,こ の種 の規則的振動流 間の遷移 を何度か
繰返 して次第 に複雑な振動数成分 を含むよ うにな り、最終的にそのスペク トルが線スペ ク トル
か ら連 続スペ ク トル にな って流れが乱流化 する場合 で,"緩 慢 な遷移"と よばれ る。その典型
例は二 っの同軸 円筒間に流体 を入れ,内 側 の円筒 を回転 した場合 のCouette流(Taylor渦 流)
である。 もう一つは一様 定常流 は微小 な乱れ に対 しては安定であるが,あ る速 度以上で層流領
域 と乱流領域 とが相接 しなが ら間欠的 に出現す ることによ り乱流化 が始 まる場合 で,始 めに述
べた円管 中のPoiseuille流 がその典型 であって,"急 激な遷移"と よばれ る。そ してこれ らの
典型的 な類型 の間に,中 間的性格 をもつ多様 な現象が存在 している。 この うち急激 な遷移 に対
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する理論的理解 は現在までの ところあま り進んでいないので,以 下では話 を緩慢な遷移 に限 る
ことにす る。
基礎方程式 は,非 圧縮 性粘性流体の速 度場γ ・圧力場pに 対す るNavier-Stokesお よび連続
の方程式
gy十+V・9・adV-一 ・・ad号+〃y・ …V-・(1)
であ る(ρ は密度,ン は動粘性率)。 この方程式 を与 えられ た境界条件の もとで,適 当な初期
条件 よ り出発 して十分時間が経過 した後 に,そ の解 の挙動 をしらべ るこ とが課題 とな る。空間
的3次 元流 を記述する偏微 分方程式 としての(1)の解 が,時 間tを 十分大 きくした ところでも大
域的かつ一意的 に存在す るか否かは,今 なお解 かれていない大問題(Globalregularityproblem)
であ り,こ の問題 と乱流解 との関係 もLeray以 来多 くの人 によって論 じられ てきたが,確 定的
な結論には至 っていない と考 えられる。そ こで当面(1)によって乱流発 生の問題 を考察す るに際
して,(1)の 解 は時 間が十分経過 した後 には,粘 性の作用 によ りその短波長成分は減衰 して適当
な基底 に関する有 限次元不変部分空間に落込 むであろ うとい うHopfの 仮説 にもとついて,(1)
を適当な基底 に関す る有 限次元常微分方程式
釜 一x。(・)(2)
で近似 し,こ れ によって解 の挙動 の老 察 を行 う立場 をとる。Hopfの 仮説 は一般 の空 間的3次
元流 に対 しては証 明されていないが,少 くとも緩慢な遷移 を経て乱流発 生に至 る問題 において
成立 を期待す ることは,そ う無謀ではないであろ う。 ここでxは 流速 を表わす解ベ ク トル・X
μ
は十分なめらかなベク トル場 とし,μ はReynolds数 に対応す る励起パ ラメ 一ータを表わす。こ
のよ うに して問題 を常微 分方程式で考 えることにす ると、常微 分方程式にお ける解 の分岐理論
によって緩慢な遷移 における流 れの形状の遷移 を解 明 し,さ らに(Dで 先述 した力学系の もち う
るSAに よって乱流解 を理解 す る途が 開ける。
定常流 である層流は② において,X(ξ)=0を 満たすxの 相空問における固定点 ξによってμ
表わ され,安 定に存続 する間、ベ ク トル場のヤコビ行列D㌧(ξ)の 固有値{λi}(i=1,2,…)
の実数部分の値 はすべて負である。μを次第 に増加 させてい くとき,あ る値 μ=μ1で{zz}の
うち一組の共役複素固有値 λ1,λ2の 実数部分の値 が負か ら正 に転 ずると,解xは 固定点 ξか
ら周期軌道r.に 遷移する。 これは解 のHopf分 岐 とよばれ,層 流 が周期的振 動流 に遷移す る
ことに対応する。 γ の安 定性 をしらべ るため,中 心多様 体定理 を用 いて問題 を不安定化する
μ
固有値Al・R2に 対 応す る2次 元 不変部分空間の方程式 に帰着 させ・多重尺度展開な どの漸近
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展開法 を用いて,出 現 し うるr.の 振幅 ρの満たす方程式 を導び くと,こ れ は αノ(μ1)=a(fe
λω)/aPtl として,μ=μ11
嘉 一(μ 『μ1)・'(・1)・+・ ・3(3)
と書かれ る・ ここで γは ㌦ の2階 お よび3階 の微係数 を用いて表わ され る。一般 に α,(μ1)
>0で あるか ら,r〈0で あれば μ〉 μ1で周期軌道 γμが安定に出現す る(正 常分岐 ・超 臨界
分岐)。 一方r>0の 場合 には・ μ〉μ1で出現す る軌道に関 して(3)か らは結論 で きない 。以
下正常分岐の場合 を考えるこ とにす ると・ μ〉μ1で安定 に存続す る軌道r、 のある点Pで これ
に横断的な超平面Sを 考 え・軌道 が次に同 じ方向にSと 交わ る点 をのμ@と す るとき・写taPU→
のμ@)をPoincar6写 像 とよぶ。 μをμ1以 上 さらに増 してい くとき,γ μが安定な問は一Dの、@)a)
固有値 の絶対値 はすべて1よ り小 さい が,こ れ らの うちある ものの絶対値 が1に なると,そ の
点 μ=μ2で2回 目の遷移 が起る。
これ以後の逐次遷移 で乱流発 生に関連 して重要 な類型 は,現 在のところ次 の二つである。一
っは.0のli
2@)の 一つ の固有値 え1(μ2)=-1と なる場合 で、 ㌦ は μ〉μ2で 周 期 が2倍 の閉軌
道 に遷移する。 μをさらにあげてい くにつれ この型 の遷移が何度 も起 り,周 期 が2n倍 の閉軌
道 が現われ,遷 移点 が集積すればその後運 動は非周期的 とな り乱流が発生する(May,Brunov忌ky)
この型 の乱流発生 はB6nard対 流 にお いて観 測 され て い る。 もう一 っ は'μ 〉 μ2で 二つの
振動数成分によって表わ され る トーラス軌 道T2に 遷移 す る場合 で,μ をあげてい くにつれ こ
の型の遷移 が何度 も起れば一般 に運動 は トー ラス軌道Tnと な り,準 周期的運動 となる。この
十分多数 の互 に非通約 な振 動数成分か らな る準周期的運動 によって乱流 を理解するのが,Landau
およびHopfの 老 えで ある。これ に対 して,ト ーラス軌道Tnを 呈す るベク トル場 にはn≧3
の場合 一般にベ ク トル場のつ くる函数空間における微小 な位相近傍 に,SAを もつベク トル場
が開集合 として存在す るので,費 はベ ク トル場 に対す る微 小な摂 動 に対 して安定に存続 しえ
ず,実 際の運動はSA上 の彷裡運動 として現 われ るであろ うか ら,こ れによ って乱流 を理解 し
よ うとするのが,Ruelle―Takensの 考え とい うことがで きる。以上は典型的類型 にっいて述べ
たので,乱 流発生に導び く遷移 はこれ に尽 され るものでない ことはい うまで もない。特 に トー




度系への記述方程式の還元であ り,そ こでの変数の逓減 ・縮約を現象を特徴づける特性的時間
一D15一
八幡英雄
・空間尺度 を媒介 に行お うとすれば,そ れは広い意味での非平衡統 計力学の課題 と考えること
ができる。 しか し現状 では これ は困難な問題なので,通 常は実験事実 を導 びきの糸 として実測
されてい る流速振幅成分の時間発展 を記述す る方程式 を,適 当なtruncationに よって導 出して
いるに止ます 。多重定常状態や これ と初期条件 との関連の問題 を考 えれば,問 題 の困難 さは さ
らに深まる。(b)決 定論 的方程式の解 が,定 常状態ない し周期 的運動か らどのような分岐 を経
て乱流運動の発 生に至 るか,そ の分岐構造の各種類型の枚挙 と,各 々の類型 における乱流運動
発生の機構の解 明。具体的 な方程式系(2)の解 の構造は,(2)を 計算機 によって直接時間積分す る
外 には,力 学 系の理論によ って どの程度 まで解明 され うるのか。(c)決 定論的方程式 が生成す
る乱流運動 の確率過程 による特徴づけは どのよ うにすれば よいのか。特 に定常分布ない し不変
測度は どのように構成 され るのか。これ がもし実現すれ ば乱流 の統計力学 となる。
文献 は省略 しますが,例 えば筆者 による解説:数 理科学1980年9月 号p.30の 引用文献 を
参照 して下 さい。
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